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Evolutionar stabile Strategie x* (ESS):

@ symmetrisches Normalform-Spiel fiir 2 Spieler
mit Auszahlungsmatrix A (A; = A, Ay = AT)

e symmetrisches Nash-Gleichgewicht (x*, x*):

x*TAx* > y T Ax* fiir alle Strategien y
o Stabilitat: Fiir alle y # x* gilt:
yTAX = x*TAx* — yTAy < x* T Ay
@ Regularitat: Trager von x* enthilt alle reinen besten Antworten auf x*

supp(x*) 2 {i| e Ax* = x* T Ax*} = extsupp(x*)



A Stein | Schere | Papier

Stein 0 1 -1

Schere | -1 0 1

Papier 1 -1 0
o Ein symmetrisches Nash-Gleichgewicht (x*,x*): x* = (
o Nicht evolutionir stabil: Fiir y = (1,0,0)": yTAy =0 =

)T
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x*T Ay



A Stein | Schere | Papier
Stein -1 1 -1
Schere | -1 -1 1
Papier 1 -1 -1

o Ein symmetrisches Nash-Gleichgewicht (x*,x*): x* = (3, 3, %)T
@ Evolutionar stabil: x* einziges Maximum von
y' Ay =—(yf +y3 +y3) iiber yT1=1y>0
o Reguldr: Trager supp(x*) = {1,2,3} enthilt alle besten Antworten



A Stein | Schere | Papier

Stein 1 1 -1

Schere | -1 1 1

Papier 1 -1 -2
o Symmetrisches Nash-Gleichgewicht (x*, x*): x* = (1,0,0)"
o Evolutionir stabil: Beste Antwort y = (t,0,1 — t)T auf x*:

Yy Ay —x*TAy = —(t—1)2 < 0 fir t #1

o Nicht reguldr: extsupp(x*) = {1, 3}, supp(x*) = {1}



Wie aufwindig ist es im schlechtesten Fall, ...

o ... auf die Existenz einer (reguldren) ESS zu testen?

@ ... eine Strategie als (reguldre) ESS zu verifizieren?
o ... eine (reguldre) ESS zu berechnen?

Abschétzungen nach oben und unten!



P Entscheidungsprobleme, die in polynomieller Zeit entschieden
konnen werden
LP Lineare Optimierung (Khachiyan)

NP Entscheidungsprobleme, fiir deren , Ja“-Instanzen a es ein
polynomiell langes Zertifikat ¢ gibt, mit dessen Hilfe in
polynomieller Zeit liberpriift werden kann, ob a wirklich eine
»Ja“-Instanz ist.

SAT Ist eine Boolesche Formel (in KNF) erfiillbar?

(Zertifikat = erfiillende Belegung)

QP Quadratische Optimierung (Vavasis)

coNP Komplement von NP (,,Nein" statt , Ja")
UNSAT st eine Boolesche Formel unerfiillbar?

TAUT Ist eine Boolesche Formel eine Tautologie?
(Zertifikat = nicht erfiillende Belegung) . . -
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f : 7 — I3 ist eine Reduktion eines
Entscheidungsproblems A auf ein
Entscheidungsproblem B, wenn

@ f in polynomieller Zeit
berechenbar ist,

@ Ja-Instanzen in A auf Ja in B und

@ Nein-Instanzen in A auf Nein in B abgebildet werden.

= Hat man einen (polynomiellen) Algorithmus fiir B, so erhalt man mit
der Redukion einen (polynomiellen) Algorithmus fiir A.

= Ist A ein schweres Problem, dann ist B wohl auch ein schweres
Problem.

B ist hart bzgl. einer Klasse K von Problemen, falls jedes Problem aus K

sich auf B reduzieren lasst. Ist B auch in K, dann ist B K-vollstandig.
o = - = = 9ac




SAT ist NP-hart:

Fiir A € NP gibt es eine Reduktion f4 mit
a € A gdw. 3x.fa(a)(x).

FFFT TF TT

TGO O
TAUT ist coNP-hart:

Fiir A € coNP gibt es eine Reduktion f4 mit
a € A gdw. Vx.fa(a)(X).

ofcRoxo
3, ist die Menge aller Probleme A, die sich in eine

Formel der Form 3x.Vy.®(X,y) mit polynomiell
groBem ¢ kodieren lassen.
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Komplexititstheorie

Spiele mit zwei Spielern

P

PPAD-vollst.

NP-vollst.

Nash-GG fiir Nullsummenspiel
Symm. Nash-GG fiir gegebenen extsupp
(Reduktion auf LP)

Berechnung eines beliebigen Nash-GGs
Lemke-Howson-Algorithmus 1964
Harte: Chen, Deng 2006

Mehr als ein Nash-GG? (Gilboa, Zemel 1989)

Ist eine reine Strategie im Trager eines Nash-GG? (G., Z.)

Existiert ein pareto-optimales Nash-GG?
(Conitzer, Sandholm 2003)
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Komplexitatstheorie

Spiele mit zwei Spielern

P

PPAD-vollst.

NP-vollst.

Dieser Vortrag:

Nash-GG fiir Nullsummenspiel
Symm. Nash-GG fiir gegebenen extsupp
(Reduktion auf LP)

Berechnung eines beliebigen Nash-GGs
Lemke-Howson-Algorithmus 1964
Harte: Chen, Deng 2006

Mehr als ein Nash-GG? (Gilboa, Zemel 1989)

Ist eine reine Strategie im Trager eines Nash-GG? (G., Z.)

Existiert ein pareto-optimales Nash-GG?
(Conitzer, Sandholm 2003)

o Existiert eine ESS? NP-hart, coNP-hart, in ¥,
@ Ist eine Strategie evolutionar stabil? coNP-vollstindig
o Existiert eine reguldre ESS? NP-vollstandig
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ESS Eingabe: Auszahlungsmatrix
Antwort: Gibt es eine ESS?

REGESS Eingabe: Auszahlungsmatrix
Antwort: Gibt es eine reguldre ESS?
TESTESS Eingabe: Auszahlungsmatrix und eine Strategie x
Antwort: Ist x evolutionar stabil?
TESTREGESS Eingabe: Auszahlungsmatrix und eine Strategie x
Antwort: Ist x regular evolutionar stabil?



Reduktion von SAT auf ESS und REGESS:
Beispielformel: ® = (vi V v V v3) A (—v2) A (—vy V —v3)
—— e N——

=C1 =C2 =C3
A¢ %1 -V Vo -V V3 V3 (5] Co C3
vi|| 0 -2 1 1 1 1 -1 -1 -1
v || -2 0 1 1 1 1 -1 -1 -1
%3 1 1 0 -2 1 1 -1 -1
vy || 1 1 -2 0 1 1 -1 -1 -1
vz || 1 1 1 1 0 -2 -1 -1 -1
-3 1 1 1 1 -2 0 101 -1
a1 2 1 Z 1 Z]-1 -1 1
e 2o 3 2 3

& 1 1 -1 -1
T R T T I T

Gll3 - 3 3 3 ~ - L -

x evolutionar stabil = c1, ¢, c3 ¢ supp(x),
x(vi) = 3, x(—v;) = 0 oder x(v;) = 0, x(=v;) = 3
Fiir solche x sind nicht erfiillte Klauseln beste Antworten. . - = = .~



Reduktion von SAT auf ESS und REGESS:
Beispielformel: ® = (vi V v V v3) A (—v2) A (—vy V —v3)
—— e N——

=a = =c3
X A¢ %1 -V Vo —Vo V3 V3 (5] Co C3
3 wf[o 2 1 1 1 111 1 -1
0 -»w|-=2 o0 1 1 1 1 ||-1 -1 1
0 w|1 1 0 -2 1 1 |-1 -1 -1
: w1 1 2 0o 1 1 -1 -1 41
0 w1 1 1 1 0 -21]-1 -1 -1
I -wf1 1 1 1 2 0|1 -1 41
0 o -1 % -1 3 -1 § 141 -1
0 o % 5 % -1 % -1 14
0 |3 -1 £ 2 = -1 |-1 -1 -1

x evolutionar stabil = c1, ¢, c3 ¢ supp(x),
x(vi) = 3, x(—v;) = 0 oder x(v;) = 0, x(=v;) = 3
Fiir solche x sind nicht erfiillte Klauseln beste Antworten. . - = = .~



Reduktion von SAT auf ESS und REGESS:
Beispielformel: ® = (vi V v V v3) A (—v2) A (—vy V —v3)
—— e N——

=a = =c3
X A¢ Vi %] Vo %) V3 V3 (5] Co 3
3 wf[o 2 1 1 1 111 1 -1
0 w|2 o 1 1 1 1 |-1 -1 -1
0 w1 1 o0 -2 1 1 |-1 -1 -1
% w1l 1 -2 0 1 1 |[-1 -1 -1
3 w1 1 1 1 0 -2/-1 -1 -1
0 -w(|1 1 1 1 -2 0|-1 -1 -1
0 af-1 2 -1 5 -1 2|1 -1 -1
2 3 2 2 2
0 o3 5 3 1 § 5[ 11
0 o3 -1 5 2 £ -1]-1 -1 -1

x evolutionar stabil = c1, ¢, c3 ¢ supp(x),
x(vi) = 3, x(—v;) = 0 oder x(v;) = 0, x(=v;) = 3
Fiir solche x sind nicht erfiillte Klauseln beste Antworten. . - = = .~



Graph Menge von Knoten V und Kanten E zwischen Knoten
Clique Menge von Knoten C, die alle untereinander durch Kanten
verbunden sind.
coCLIQUE Hat die groBte Clique weniger als k Knoten? coNP-vollstdndig

(2 —(3) Adjaz:nzr;atr;x A
e
S

Lemma (Motzkin, Straus 1965):
Sei d die maximale CliquengréBe. Fiir alle x > 0 mit x'1 =1 gilt:
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Reduktion von cOCLIQUE auf ESS und TESTESS

1

x evolutionar stabil = x(a)



Reduktion von cOCLIQUE auf ESS und TESTESS
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x evolutionar stabil = x(a) =1



Reduktion von cOCLIQUE auf ESS und TESTESS
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x evolutionar stabil = x(a) =1



Untere Komplexitatsschranken

NP-hart coNP-hart

o LA, (G, k) 2 A
Reduktion von SAT Reduktion von cOCLIQUE
auf ESS und REGESS auf ESS und TESTESS
e f ist polynomiell berechenbar @ f, ist polynomiell berechenbar
o O nicht erfiillbar: @ a ist die einzige potentielle ESS
A¢ hat keine ESSn @ a ist evolutiondr stabil gdw. die
o O erfiillbar: Ap hat ESSn groBte Clique in G weniger als k
o Jede erfiillende Belegung Knoten umfasst
entspricht genau einer ESS und @ Erkennen einer ESS (TESTESS)
umgekehrt. ist bereits coNP-hart

@ Alle ESS in Ag sind regular.
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o Test auf symmetrisches Nash-GG (x*, x*) ist einfach!
o Stabilitat (Haigh 1975, Abakuks 1980, Bomze 1992):

Sei M’ = extsupp(x*) — {mg} und C € RM*M" geeignet. x* ist stabil
gdw. f. a. w € RM mit w # 0 und w; > 0 fiir i € M’ — supp(x*) gilt:

w'Cw >0

o Wenn x* regular ist, d.h. supp(x*) = extsupp(x*):
Test, ob C positiv definit (in P)
= TESTREGESS in P

o Wenn supp(x*) C extsupp(x*): Reduktion auf QP
o x* nicht stabil gdw. es ex. w € RM' mit w'(=C)w >0, w# 0 und
w; > 0 fiir i € M" — supp(x*).
@ Umschreiben von w # 0:
2|M’'| viele QP Probleme mit +w; > 1 als weitere Bedingung.
Da QP in NP liegt, ist TESTESS in coNP und also coNP-vollstindig.

Bomze: Iterative Prozedur fiir diesen Test
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Lemma (Tragerkriterium):
Wenn x* evolutionar stabil ist und (y, y) ein symmetrisches Nash-GG mit
supp(y) C extsupp(x*), dann x* = y.

Beweis durch Widerspruch:

@ Angenommen, y # x*.
o Wegen supp(y) C extsupp(x*) ist y eine beste Antwort auf x*.

e Da (y,y) Nash-GG, gilt x*T Ay < y T Ay.
Widerspruch zur Stabilitdt von x*.

Folgerung:

@ Fiir jeden erweiterten Trager gibt es hochstens eine ESS.
@ Dann ist auch ein solches Nash-GG eindeutig.

[m] = =

V)
0
)



atsschranken

Algorithmus fiir REGESS und ESS:
Eingabe: Auszahlungsmatrix A

© Rate den erweiterten Trager M des Strategiekandidaten

@ Berechne symmetrisches Nash-GG (x, x) mit extsupp(x) = M (in P)
© Falls kein solches x existiert, dann gibt es auch keine solche ESS

© Wende TESTREGESS bzw. TESTESS auf (A, x) an

Komplexitat:

o TESTREGESS ist in P, damit REGESS in NP
Zertifikat = erweiterter Trager = Trager

o TESTESS ist in coNP, damit ESS in ¥,
@ Die , Ratestrategie” ist auch SAT-L&ser
Bomze 1992: Branch-and-Bound-Ansatz fiir 1.
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A — x ist eine Approximation fiir (reg.) ESS, falls gilt

@ f ist in polynomieller Zeit berechenbar

@ Falls A eine mind. (reg.) ESS besitzt:
d(f(A), x) < ea fiir eine (reg.) ESS x von A

Angenommen es gabe so eine Approximation f mit d(y, x) = ||y — x|, und
€a < m— wobei my = Anzahl der Strategien in A. Dann wire dies ein
P- Algorlthmus fiir SAT:

@ Wende f auf A¢ an, y = f(Ae).

@ Wegen m— < L existiert maximal ein x mit ||y — x|[o < W
so dass x(v,) =1 x(=v;) = 0 oder x(v;) =0, x(-v;) = 1.
@ Falls es kein solches x gibt, ist ® unerfiillbar

Q o ist erfiillbar gdw. dieses x eine erfiillende Belegung darstellt

Solch eine Approximation gibt es also nicht (auBer P=NP)
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(V]_ VvV V3) A (—|V2) A (—\V]_ V —|V3)
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Regulare ESS:

o Test, ob eine Strategie evolutionar stabil und regular ist: effizient
@ Berechnung einer reguldren ESS mit gegebenen Trager: effizient
@ Suche nach Trager ist NP-vollstindig: nicht effizient

o Beliebig genaue Approximation von reguldaren ESSn: nicht effizient

Allgemeine ESS:

@ Test, ob eine Strategie evolutionar stabil ist: nicht effizient
o Existenz einer ESS ist in 2-(NPUcoNP): nicht effizient
@ Berechnung einer ESS: nicht effizient

o Beliebig genaue Approximation von ESSn: nicht effizient




Zusammenfassung:
@ Reguldre ESS sind , gutartig”

@ Allgemeine ESS sind deutlich komplexer
Erkennen einer allgemeinen ESS ist wahrscheinlich exponentiell

@ NP-, coNP-Hartenachweise liefern nur Schranken
fiir die worst-case Komplexitat

o Keine Aussage iiber die praktische Komplexitat

Noam Nisan. ECCC 2006
A note on the computational hardness of evolutionary stable strategies

Vereinfachung und Zusammenfassung der Reduktionen
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